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= −δy + γ mxy
A+ x
,
on tots el para`metres so´n positius, i x ≥ 0, y ≥ 0 so´n les densitats d’ambdues
poblacions. Introduint un nou temps s tal que dt/ds = A + x, el sistema
es transforma en un sistema d’EDs polinomial cu´bic. De fet, en general, els
models de dina`mica de poblacions anomenats de Kolmogorov s’escriuen com
x˙ = xf(x, y), y˙ = yg(x, y),
per unes certes funcions f i g que tenen en compte la interrelacio´ entre amb-
dues poblacions: depredador-presa, parasitisme, simbiosi, compete`ncia, . . . i
que sovint es prenen racionals.
• Un model, de nou adimensionalizat, per a estudiar l’evolucio´ de reaccions
qu´ımiques e´s
x˙ = x2y − x+ b, y˙ = −x2y + a,
on a i b so´n para`metres reals positius i x i y ens donen les concentracions dels
reactants; vegeu [48].
De fet es demostra que tots tres models es caracteritzen perque` quan el temps
augmenta les solucions tendeixen a una o`rbita perio`dica (cicle l´ımit) de l’ED. Aques-
ta solucio´ ens indica com es comporta el circuit, o el model depredador-presa, o la
reaccio´ qu´ımica, respectivament. En tots tres casos, passat un cert estat transitori,





Figura 1: A l’esquerra, un cicle l´ımit al pla (x, y) i dues o`rbites que ten-
deixen a ell. A la dreta la primera coordenada x = x(t) de l’o`rbita que
tendeix al cicle l´ımit.
Recordem que, en general, donada una ED, x˙ = f(x), x ∈ Rn, una solucio´ no
constant x = φ(t) tal que φ(t + T ) = φ(t), per a un cert T > 0, s’anomena o`rbita
perio`dica de l’ED. El mı´nim valor T que satisfa` la propietat esmentada s’anomena
per´ıode de l’o`rbita perio`dica. Si aquesta o`rbita perio`dica te´ un entorn obert a l’espai
de fase dins del qual e´s l’u´nica solucio´ perio`dica, aleshores s’anomena cicle l´ımit.
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Figura 2: D. Hilbert (1862-1943). H. Poincare´ (1854-1912).
Els exemples anteriors, i molts d’altres, mostren que les o`rbites perio`diques en
general i els cicles l´ımit en particular, so´n uns dels objectes interessants quan s’es-
tudien ED. Aixo` e´s encara me´s cert quan es tracta d’EDs al pla ja que en aquest
cas el Teorema de Poincare´-Bendixson ens assegura que no apareixen els anome-
nats atractors estranys i aleshores tots els comportaments l´ımit so´n senzills. En
concret, aquests so´n, o be´ punts cr´ıtics (comportaments estacionaris), o be´ o`rbites
perio`diques (comportaments oscil.latoris), o be´ els anomenats gra`fics o policicles,
que no tractarem en aquest treball. De fet, els comportaments l´ımit corresponen a
les solucions de l’ED observables als models reals.
De totes maneres la motivacio´ per a estudiar els cicles l´ımit dels sistemes d’EDs
al pla no es limita a la seva aplicabilitat per a l’estudi de diversos models reals.
Hilbert, en la seva famosa llista de problemes exposada al congre´s internacional de
matema`tiques de l’any 1900, va dedicar la segona part del problema XVI als cicles
l´ımit. Aquesta segona part es podria resumir com:
“Donada la famı´lia d’equacions diferencials a R2,
x˙ = Pn(x, y), y˙ = Qn(x, y), (1)
on Pn i Qn so´n polinomis arbitraris de grau menor o igual que n, esbrinar si
hi ha una fita uniforme, H(n), per al nombre de cicles l´ımit que pot tenir.”
La primera part del seu problema XVI fa refere`ncia al nombre i disposicio´ de
les components d’una corba algebraica plana, vegeu per exemple [49, 50].
La seva pregunta estava segurament motivada pels estudis previs d’Henri Poin-
care´. E´s interessant llegir el recent treball [27] en el que s’explica la resposta de
Poincare´ de l’any 1908 a la llista de problems de Hilbert.
La segona part del problema XVI esta` molt lluny de ser resolta. A finals del
segle passat hi va haver un avenc¸ molt significatiu. De manera independent, E´calle
i Il’yashenko a [20, 33] van demostrar que cada camp individual de la forma (1) te´
un nombre finit de cicles l´ımit. Amb motiu del centenari d’aquest problema van
sorgir diverses revisions sobre els avenc¸os en aquest problema, citem per exemple
[34, 37]; vegeu tambe´ [28]. Tambe´ val la pena remarcar que Smale, en una llista
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de problemes per a aquest segle ([45]), va tornar a incloure de nou la qu¨estio´ del
nombre de cicles d’EDs polinomials al pla. Degut a la dificultat esmentada per a
abordar el cas general (1), va proposar dirigir tots els esforc¸os a un cas particular
d’EDs polinomials al pla, les anomenades ED de Lie´nard,
x˙ = y − Fn(x), y˙ = −x,
on Fn e´s un polinomi de grau n. La solucio´ d’aquest problema tambe´ es resisteix.
U´ltimament, hi ha hagut petits pero` importants progressos en aquesta qu¨estio´ que
mostren que e´s encara me´s dif´ıcil del que semblava, vegeu [19, 38]. De fet, en
paraules del mateix Smale, els treballs [20, 33] encara no han estat digerits per la
comunitat matema`tica.
Se sap molt poc sobre els nombres H(n). E´s ben conegut que les EDs lineals
auto`nomes no tenen cicles l´ımit, tot i poder presentar continus d’o`rbites perio`diques.
Per tant H(1) = 0. No e´s dif´ıcil construir una ED quadra`tica amb cicles l´ımit. Per
exemple l’ED
x˙ = −y(2 + y)− (x2 + y2 − 1), y˙ = x(2 + y),
te´ com a cicle l´ımit el cercle x2 + y2 − 1 = 0 i per tant H(2) ≥ 1. Potser cal
remarcar aqu´ı, que al contrari que en aquest exemple acade`mic, la major part dels
cicles l´ımit que apareixen a les EDs no es poden trobar expl´ıcitament. Avui en dia
se sap que H(2) ≥ 4 i es pensa que H(2) sera` 4, pero` aquest problema, en aparenc¸a
senzill, esta` resistint totes les aproximacions usades. De fet, ni tans sols se sap si
H(2) existeix. De manera similar nome´s se sap que H(3) ≥ 11 o que H(4) ≥ 20,
vegeu [28].
Pel que fa a H(n), el millor resultat que es te´ e´s que creix com a mı´nim com
K n2 log(n) per una certa K > 0. Aquest resultat va ser provat a 1995 a [9]. Vegeu
tambe´ [37].
Degut a la dificultat d’aquest problema de Hilbert, el principal objectiu d’aquest
treball sera` localitzar quina e´s la famı´lia d’EDs me´s senzilla per a la qual la qu¨estio´
del nombre de cicles l´ımit no se sap resoldre i donar una panora`mica de quin e´s el
coneixement actual sobre aquesta familia. De fet, farem una excursio´ que comenc¸ara`
per les EDs lineals, passara` per les EDs de Riccati i acabara` en les EDs d’Abel.
Finalment veurem que, de fet, les EDs d’Abel estan fortament relacionades amb el
problema de Hilbert, tancant d’alguna manera el cercle.
Aprofitarem aquest recorregut per a veure de manera senzilla perque`H(n) creix
com a mı´nim quadra`ticament amb n.
2 De les equacions diferencials lineals a les equacions
diferencials d’Abel
Que` ha de fer un matema`tic davant d’un problema, com el de Hilbert, que sembla
inabastable? Doncs buscar el cas me´s senzill del problema que no se sa`piga resoldre
i intentar trobar la resposta en aquest cas.
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Es fa`cil veure que les EDs a R no tenen solucions perio`diques i per tant no
tenen cicles l´ımit. Ja hem vist que les EDs a R2 si que en tenen. I entre R i R2?
Les EDs de la forma
x˙ = f(t, x), (2)
amb x ∈ R s’anomenen EDs no auto`nomes i informalment es diu que “viuen a
dimensio´ 1.5”. Passem a estudiar-les. Com que busquem EDs amb solucions pe-
rio`diques, imposarem a me´s que f sigui T -perio`dica en t. De fet, canviant d’escala
el temps, podem suposar que T = 2pi. Per aquestes equacions no auto`nomes po-
dem definir de manera similar les nocions d’o`rbita perio`dica i de cicle l´ımit. L’u´nica
difere`ncia e´s que en aquest cas totes les solucions perio`diques tenen per´ıode 2pi.
Si anomenem x = φ(t, ρ) a la solucio´ de (2) tal que φ(0, ρ) = ρ, la funcio´
Π(ρ) := φ(2pi, ρ) juga un paper determinant per a cone`ixer el seu nombre d’o`rbites
perio`diques. Aix´ı, els punts fixos de Π(ρ) corresponen a o`rbites perio`diques de (2)
i els seus punts fixos isolats so´n condicions inicials que donen lloc a cicles l´ımit.
Aquesta aplicacio´ Π se sol anomenar aplicacio´ de Poincare´, vegeu la Figura 3.
t = 0 t = 2pi
ρ
Π(ρ) = φ(2pi, ρ)
x = φ(t, ρ)
x
t
Figura 3: Aplicacio´ de Poincare´.
En aquesta seccio´ estudiarem el nombre de cicles l´ımit de les EDs no auto`nomes
lineals, de Riccati i d’Abel.
2.1 Equacions diferencials lineals
Considerem EDs lineals, x˙ = a(t) + b(t)x, amb a i b funcions derivables i 2pi-
perio`diques. Per exemple l’ED, x˙ = 2 sin(t) + sin(t)x te´ totes les solucions pe-
rio`diques, pero` no te´ cicles l´ımit. Aixo` e´s degut a que les seves solucions, complint
la condicio´ inicial x(0) = ρ, so´n
x = φ(t, ρ) = −2 + (2 + ρ)e1−cos t,
i clarament totes so´n 2pi-perio`diques. Observem que la seva aplicacio´ de Poincare´
e´s Φ(ρ) ≡ ρ. Per altra banda l’ED x˙ = 2 sin(t)− x te´ un u´nic cicle l´ımit. En aquest
cas, les solucions que satisfan x(0) = ρ, so´n
x = φ(t, ρ) = sin t− cos t+ (1 + ρ)e−t.
Aleshores, Π(ρ) = ρ ens do´na l’equacio´ −1+ (1 + ρ)e−2pi = ρ, que te´ com a solucio´
ρ = −1. Per tant, el cicle l´ımit, que e´s u´nic, e´s φ(t,−1) = sin t− cos t. En general,
tenim el segu¨ent resultat:
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Figura 4: J. Riccati (1676-1754). D. Bernouilli (1700 - 1782).
Lema 1. Les EDs lineals 2pi-perio`diques tenen:
(i) un continu de solucions perio`diques (centre); o be´
(ii) cap solucio´ perio`dica; o be´
(iii) una u´nica solucio´ perio`dica (cicle l´ımit).
Prova. La solucio´ de x˙ = a(t) + b(t)x, que compleix x(0) = ρ e´s:








0 b(w) dw. Per tant l’aplicacio´ de Poincare´ e´s





a(s)e−B(s) ds, n = eB(2pi).
Les o`rbites perio`diques corresponen als valors de ρ que so´n solucio´ de l’equacio´
Π(ρ) = ρ, que` en el nostre cas e´s l’equacio´ lineal m+ nρ = ρ. Aquesta equacio´ te´
0, 1 o un continu de solucions segons els valors de m i n. Aixo` prova el resultat. ✷
2.2 Equacions diferencials de Riccati
Les ED de Riccati perio`diques s’escriuen com
x˙ = a(t) + b(t)x + c(t)x2, (3)
on a, b i c so´n funcions derivables i 2pi-perio`diques. Un fet no gaire conegut, pero`
remarcable, e´s que l’estudi d’una ED de Riccati va ser una de les eines clau en el
famo´s treball [5] de Daniel Bernoulli que va estudiar els efectes de la vacunacio´ en
el tractament de la verola i que es considera com l’inici de l’Epidemiologia. Me´s
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on n(t) e´s el nombre de persones vives amb edat t, x(t) e´s el nombre de persones
propenses a contraure la verola a l’edat t, p e´s la probabilitat de que un individu
propens contragui la malaltia i 1/m la proporcio´ dels que moren per la verola, vegeu
tambe´ [18]. De fet, avui en dia, les EDs de Riccati tambe´ apareixen ens treballs
que estudien la velocitat de propagacio´ de certes malalties infeccioses, vegeu per
exemple [44].
E´s fa`cil construir exemples d’EDs de Riccati amb dos cicles l´ımit. Aix´ı, l’ED
x˙ = 1 + sin t+ cos t− cos2 t− (1 + 2 sin t)x+ x2,
en te´ dos i so´n x = sin t i x = 1 + sin t. Per a demostra-ho, calculem les solucions
de l’ED que satisfan x(0) = ρ. Arribem a
x = φ(t, ρ) = sin t+
ρ
ρ+ (1− ρ)et .
Els cicles l´ımit s’obtenen calculant les solucions de Π(ρ) = φ(2pi, ρ) = ρ. Aquesta
equacio´ e´s equivalent a ρ = ρ(ρ+ (1− ρ)e2pi), que te´ nome´s dues solucions, ρ = 0 i
ρ = 1. Aquests valors so´n les condicions inicials dels dos cicles l´ımit donats.
Veurem, a continuacio´, una prova senzilla i ben coneguda que aquest e´s el ma`xim
nombre de cicles l´ımit que poden tenir en general.
Proposicio´ 2. Les EDs de Riccati 2pi-perio`diques (3) tenen:
(i) un continu de solucions perio`diques (centre); o be´
(ii) cap solucio´ perio`dica; o be´
(iii) una u´nica solucio´ perio`dica (cicle l´ımit); o be´
(iv) dues solucions perio`diques (dos cicles l´ımit).
Prova. Si no tenen cap solucio´ perio`dica, ja hem acabat. Suposem que en tinguin




l’ED (3) se escriu com
y˙ = −c(t) + (2c(t)x0(t) + b(t))y,
que e´s una ED lineal i ja es pot resoldre expl´ıcitament. Calculant la seva solucio´ i
desfent el canvi que hem fet obtenim que la solucio´ de (3) que compleix x(0) = ρ
s’escriu com




per a certes funcions M,N,P,Q que depenen d’a, b, c i x0.
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Figura 5: N. H. Abel (1802-1829). Bitllet i segell commemoratius.
amb m,n, p i q nombres reals. Recordem que les o`rbites perio`diques corresponen




Aquesta equacio´ te´ 0, 1, 2 o un continu de solucions, segons els valors dels para`metres.
Aixo` prova la proposicio´. ✷
Tot i que les EDs de Riccati semblen totalment enteses, encara hi ha un pro-
blema referent a elles que no esta` resolt. Aquest consisteix en determinar, nome´s
a partir d’a, b i c, quina de les quatre opcions de la proposicio´ e´s la que es do´na.
Aixo` e´s senzill de fer quan es coneix alguna solucio´ explicita, pero` no ho e´s en el
cas general.
E´s interessant observar que l’aplicacio´ de Poincare´ per les ED de Riccati e´s el
que s’anomena una homografia o transformacio´ de Mo¨bius. Me´s endavant tornarem
a aquest punt. El matema`tic alemany August Ferdinand Mo¨bius (1790-1868) e´s
tambe´ conegut per donar tambe´ nom a la famosa banda de Mo¨bius.
2.3 Equacions diferencials d’Abel
En aquesta subseccio´ considerarem les EDs d’Abel,
x˙ = a(t) + b(t)x+ c(t)x2 + d(t)x3, (5)
amb a, b, c i d funcions derivables i 2pi-perio`diques. Abans de comenc¸ar a estudiar-la
no podem deixar de comentar la importa`ncia del treball de l’eminent matema`tic
noruec Niels Henrik Abel, fet a me´s en un per´ıode molt curt de temps. Un tre-
ball fa`cilment accessible on s’expliquen moltes de les seves contribucions e´s [32].
Breument direm que alguns dels temes que va estudiar so´n: les se`ries; les equa-
cions funcionals i algebraiques; les equacions integrals; les integrals el.l´ıptiques i
hiperel.l´ıptiques. De fet, avui en dia hi ha me´s de 1400 treballs a la base de da-
des MathSciNet amb el nom “Abel” al seu t´ıtol i me´s de 11000 amb la paraula
“abelian”. Les EDs de Riccati i d’Abel van ser estudiades per ell a [1, Cap. IV i





= −d(t)− c(t)y − b(t)y2.
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Quan s(t) ≡ 0, amb el canvi de variable x = 1/y, aquesta equacio´ es transforma
en (5) amb a(t) ≡ 0. En general, fent el canvi x = 1/(y+s(t)) arribem a un resultat
similar. Sembla ser que Kamke, en el seu famo´s llibre sobre integrabilitat, va ser
qui va donar aquest nom a l’ED (5) quan presentava el resultats d’Abel(1881),
Liouville(1886) i Appell(1889) sobre el tema, vegeu [7, 36].
Com en el cas de Riccati, les EDs d’Abel apareixen sovint en diversos a`mbits de
la cie`ncia. Aix´ı, per exemple als treballs [4, 21, 29] s’apliquen a models d’Ecologia,
a Teoria de Control per a circuits ele`ctrics i a Cosmologia, respectivament.
A aquestes alc¸ades del treball a ningu´ li sorprendra` que hi hagi ED d’Abel amb
tres cicles l´ımit. Aixo` e´s ben cert, pero` aquestes equacions ens tenen reservada una
sorpresa:
Teorema 3 (Lins-Neto, [39]). Donat qualsevol k ∈ N hi ha una ED d’Abel 2pi-
perio`dica (5) que te´ com a mı´nim k cicles l´ımit.
Donarem les idees principals de la demostracio´ d’aquest resultat i altres propi-
etats de les ED d’Abel a la seccio´ segu¨ent.
3 Alguns resultats sobre les equacions d’Abel
Dividirem aquesta seccio´ en dues parts. A la primera enunciarem i provarem al-
guns resultats que donen fites superiors per al nombre de cicles l´ımit per les ED
d’Abel (5), amb certes hipo`tesis addicionals, i a la segona ens centraren en la prova
del Teorema 3.
3.1 Resultats que fiten el nombre de cicles l´ımit per ED d’Abel
Una de les principals difere`ncies entre les ED de Riccati o lineals i les d’Abel e´s
que, per a aquestes u´ltimes, no se sap trobar expl´ıcitament ni el flux, ni l’aplicacio´
de Poincare´ associada, Π. Afortunadament, hi ha un resultat de Lloyd ([40]) que
ens do´na una expressio´ forc¸a u´til que relaciona Π′,Π′′ i Π′′′.
Proposicio´ 4 (Lloyd, [40]). Considerem una ED 2pi-perio`dica no auto`noma (2),

















































on φ(t, ρ) e´s la solucio´ de (2) que compleix φ(0, ρ) = ρ.
10 Armengol Gasull i Embid
Prova. Com que x = φ(t, ρ) e´s la solucio´ de (2), es compleix que
∂
∂t
φ(t, ρ) = f(t, φ(t, ρ)), φ(0, ρ) = ρ.






f(t, φ(t, ρ))φ′(t, ρ),
on per simplicitat usem la notacio´
∂
∂ρ
φ(t, ρ) = φ′(t, ρ),
∂2
∂ρ2
φ(t, ρ) = φ′′(t, ρ) i
∂3
∂ρ3
φ(t, ρ) = φ′′′(t, ρ).
Per tant,

























f(t, φ(t, ρ))φ′(t, ρ). (7)








f(s, φ(s, ρ))φ′(s, ρ) ds.
Com que Π(ρ) = φ(2pi, ρ), substituint t = 2pi a la fo´rmula anterior i usant (6),
obtenim l’expressio´ de Π′′(ρ) donada a l’enunciat.










f(t, φ(t, ρ))φ′(t, ρ)2 +
∂2
∂x2









































f(t, φ(t, ρ))φ′(t, ρ)2,















f(s, φ(s, ρ))φ′(s, ρ)2 ds.
Substituint t = 2pi a la fo´rmula anterior i usant de nou (6), obtenim l’expressio´ de
Π′′′(ρ) desitjada. ✷
Aplicant la Proposicio´ 4 podem donar per les EDs d’Abel un resultat similar
al Lema 1 i a la Proposicio´ 2, afegint pero` una hipo`tesi addicional. Aquest resultat
va ser demostrat a [43], molt abans que la proposicio´ anterior. Inclourem tambe´ la
prova original i la compararem amb la basada en la Proposicio´ 4.
Teorema 5 (Pliss, [43]). Les EDs d’Abel (5), 2pi-perio`diques i amb d(t) > 0,
tenen:
(i) cap solucio´ perio`dica, o be´
(ii) 1,2 o 3 cicles l´ımit.
Prova usant la fo´rmula de Lloyd. Usarem la Proposicio´ 4. En primer lloc
observem que per a l’ED d’Abel,
∂3f
∂x3
(t, φ(t, ρ)) = 6d(t) > 0.
Per tant, com que a me´s Π′(ρ) > 0, tenim que Π′′′(ρ) > 0. Suposem ara, per
arribar a contradiccio´, que l’ED tingue´s com a mı´nim quatre o`rbites perio`diques.
Aleshores l’anomenada funcio´ de desplac¸ament, ∆(ρ) := Π(ρ) − ρ, tindria com a
mı´nim quatre zeros i estaria ben definida en un interval obert, I, contenint-los a
tots. Aplicant tres cops el Teorema de Rolle conclour´ıem que ∆′,∆′′ i ∆′′′ tindrien
com a mı´nim 3, 2 i 1 zero, respectivament, tots continguts al mateix interval I.
Com que ∆′′′(ρ) = Π′′′(ρ) > 0, hem arribat a la contradiccio´ desitjada. Per tant,
l’ED tindra` com a molt tres o`rbites perio`diques, que en cas d’existir hauran de ser
cicles l´ımit, tal com vol´ıem demostrar. ✷
Donem a continuacio´ la demostracio´ de Pliss:
Prova original del Teorema 5. Suposem, per tal d’arribar a contradiccio´, que
l’ED d’Abel (5) te´ quatre solucions 2pi-perio`diques, x1(t) < x2(t) < x3(t) < x4(t) i
considerem la funcio´ positiva
H(t) :=
(x4(t)− x1(t))(x3(t)− x2(t))
(x3(t)− x1(t))(x4(t)− x2(t)) . (8)
Aquesta funcio´, per a cada t, ens do´na la rao´ doble entre els quatre punts xi(t),
i = 1, . . . , 4. Calculant, s’obte´ que
d(ln(H(t))
dt
= −d(t)(x4(t)− x3(t))(x2(t)− x1(t)) < 0. (9)
12 Armengol Gasull i Embid




dt = ln(H(2pi))− ln(H(0)) = 0,
ja que la funcio´ H e´s 2pi-perio`dica, arribant per tant a la contradiccio´ buscada. Per
tant l’ED te´ com a molt tres cicles l´ımit com vol´ıem demostrar. ✷
Tot i que les dues proves que hem donat so´n en aparenc¸a diferents, anem a
veure, que en esse`ncia, so´n la mateixa. Per aixo` necessitem recordar les anomenades
diferencies dividides, que so´n usades normalment per al ca`lcul efectiu de polinomis
interpoladors.
Donada una funcio´ g : R → R i x1, x2, . . . xn nombres reals diferents, escrivim





Aquestes diferencies dividides compleixen
gi1,i2,...,in = gσ(i1),σ(i2),...,σ(in),





on ξ e´s un nombre que pertany a l’interval format pels punts x1, x2, . . . xn, ve-
geu [35]. Observeu que quan n = 2, l’expressio´ (10) e´s precisament el teorema del
valor mig.
Si prenem l’ED d’Abel
x˙ = a(t) + b(t)x+ c(t)x2 + d(t)x3 := f(t, x),





f(t, x4(t))− f(t, x1(t))
x4(t)− x1(t) +
f(t, x3(t))− f(t, x2(t))
x3(t)− x2(t) −
f(t, x3(t))− f(t, x1(t))
x3(t)− x1(t) −
f(t, x4(t))− f(t, x2(t))
x4(t)− x2(t) ,
on H ve donada a (4). Fixat t, i per simplificar la notacio´, escrivim xj = xj(t) i
introdu¨ım g(xj) = f(t, xj(t)). Aleshores, usant l’expressio´ anterior, la notacio´ de
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diferencies dividides i les seves propietats, tenim
d(ln(H(t))
dt
= g4,1 + g3,2 − g3,1 − g4,2 = (g4,1 − g2,4) + (g3,2 − g1,3) =
g2,4,1(x1 − x2) + g1,3,2(x2 − x1) = (g1,2,4 − g3,1,2)(x1 − x2) =
g3,1,2,4(x4 − x3)(x1 − x2) = − 1
3!






En resum, el que hem vist e´s que el me`tode proposat per Pliss funciona degut a
que d(ln(H(t))dt no s’anul
.la, mentre que la prova basada en la fo´rmula de Lloyd, ho fa
perque` passa el mateix amb ∂
3f(t,x)
∂x3 . Ara be´, per a EDs d’Abel, les dues condicions
coincideixen. Encara que de manera impl´ıcita, aquesta comparacio´ entre ambdo´s
me`todes ja apareix a [13].
Nota. Igual que passa amb els zeros dels polinomis, el cicles l´ımit tambe´ tenen
associada una nocio´ de multiplicitat, que no e´s me´s que la multiplicitat del zero de
la funcio´ de desplac¸ament, ∆(ρ) = Π(ρ) − ρ. Hi ha cicles l´ımit de multiplicitat 1
(que s’anomenen hiperbo`lics), cicles l´ımit de multiplicitat 2, i aix´ı successivament.
El Teorema 5 tambe´ es podria enunciar dient, que quan d(t) > 0, la suma de les
multiplicitats de tots els cicles l´ımit de l’ED d’Abel e´s com a molt 3. Aquest resultat
e´s una consequ¨e`ncia directa de la prova basada en la fo´rmula de Lloyd, pero` no es
s’obte´ de la demostracio´ de Pliss.
Nota. De les dues proves presentades se’n dedueix que el Teorema 5 tambe´ e´s cert
quan d(t) no cambia de signe i s’anul.la nome´s a punts a¨ıllats. El cas d(t) ≤ 0 es
pot reduir al cas d(t) ≥ 0, fent el canvi de temps t→ 2pi − t.
Per a concloure aquesta seccio´ anem a veure quines consequ¨e`ncies podem ex-
treure quan apliquem els resultats obtinguts a les EDs de Riccati.
Aplicant (9), com que d(t) ≡ 0, obtenim que H(t) e´s constant. Per tant, donades
quatre solucions qualsevol d’una ED de Riccati x1(t) < x2(t) < x3(t) < x4(t),
existeix una constant K tal que
(x4(t)− x1(t))(x3(t)− x2(t))
(x3(t)− x1(t))(x4(t)− x2(t)) = K. (11)
Aquest resultat cla`ssic, implica que si es coneixen tres solucions d’una ED de Riccati,
qualsevol altra solucio´ es pot obtenir a partir d’aquestes tres. De fet, la igualtat (11)
va ser segurament la inspiracio´ de Pliss per a provar el seu resultat.
Vegem ara el que ens diu el resultat de Lloyd quan l’apliquem a les EDs de
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Aquesta equacio´ diferencial, que per cert s’anomena ED de Kummer-Schwarz, e´s
molt fa`cil de resoldre i les seves solucions so´n precisament les homografies, retrobant
el resultat que apareix a la prova de la Proposicio´ 2.
Una de les propietats de les homografies e´s que preserven la rao´ doble. Recordem,
a me´s, que fixat t, el flux d’una ED de Riccati, φ(t, ρ) donat a (4), e´s sempre una
homografia. Ajuntant ambdues propietats obtenim de nou (11).











L’operador S(Π) s’anomena la derivada Schwarziana de Π i te´ un paper important
tant en variable complexa ([30]) com a l’estudi dels sistemes dina`mics discrets reals
unidimensionals ([16]) o a l’estudi dels cicles l´ımit de certes EDs no diferenciables
([12]). Va ser introdu¨ıda per Hermann Schwarz l’any 1869, vegeu [30, Cap. 10].
De fet, e´s ben conegut que les u´niques aplicacions meromorfes que tenen deri-
vada Schwarziana zero so´n les homografies ([30]), retrobant un cop me´s el resultat
que caracteritza l’aplicacio´ de Poincare´ de les EDs de Riccati.
3.2 Equacions d’Abel amb molts cicles l´ımit
En aquesta seccio´ donarem les idees principals per a provar el Teorema 3 i com a
corol.lari seu, veurem que el Teorema 5 no es pot estendre per a EDs de tipus Abel,
amb “grau” me´s gran que 3. Donarem tambe´ un resultat de [22], que ens mostra
que per a EDs de tipus Abel no e´s fa`cil saber quan el nombre de cicles l´ımit e´s fitat
i quan no ho e´s. Finalment, seguint [14], enunciarem un resultat de no fitacio´ de
cicles l´ımit per a EDs no diferenciables.
Idea de la prova del Teorema 3. Prenen una ED de Riccati 2pi-perio`dica
x˙ = c(t)x2. (13)
Les seves solucions s’escriuen com
x = φ0(t, ρ) =
ρ




Imposant que C(2pi) = 0, obtenim que prop de ρ = 0 l’ED te´ un continu de solucions
periodiques. De fet, si C := maxt∈[0,2pi] |C(t)|, per a |ρ| < 1/C, les solucions de l’ED
so´n 2pi-perio`diques.
Per tal d’obtenir una nova ED d’Abel amb k cicles l´ımit com a mı´nim, pertor-
bem (13) de la manera segu¨ent:
x˙ = c(t)x2 + εd(t)x3,
on ε e´s un para`metre petit. Aleshores, pel teorema de depende`ncia diferenciable res-
pecte de les condicions inicials, les solucions d’aquesta nova ED es poden expressar
com
φ(t, ρ, ε) = φ0(t, ρ) + ψ(t, ρ)ε+O(ε
2).
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Calculem ψ(t, ρ) = ∂φ(t,ρ,ε)∂ε
∣∣∣
ε=0
. Per simplicitat, escrivim φ(t, ρ, ε) = φ = φ0+ψε+

































Per tant ψ′ = 2cφ0ψ + dφ30, on ψ
′ = ∂ψ(t, ρ)/∂t. Usant que φ0 e´s solucio´ de (13),





Resolent aquesta ED tenim










Recordem que la solucio´ que comenc¸a a ρ e´s un cicle l´ımit de l’ED pertorbada si
e´s una solucio´ a¨ıllada de D(ρ, ε) := φ(2pi, ρ, ε) = ρ. Aquesta equacio´ s’escriu com












es coneix com a funcio´ de Melnikov o funcio´ de Pontryagin associada al problema.
Del teorema de la funcio´ impl´ıcita aplicat a D(ρ, ε)/ε se’n dedueix que els zeros
simples no nuls de M donen lloc, per a ε prou petit i fixat, a zeros a¨ıllats de la
funcio´ D. Me´s concretament, si ρ = ρ compleix M(ρ) = 0 i M ′(ρ) 6= 0, aleshores
existeix una funcio´ diferenciable g tal que g(0) = ρ, i per a ε prou petit D(g(ε), ε) ≡
0.
En altres paraules el que hem vist e´s que cadascun dels zeros simples i no nuls
de M(ρ) do´na lloc a un cicle l´ımit de la corresponent equacio´ d’Abel per ε prou
petit. Per tant hem redu¨ıt la prova del teorema a trobar funcions c i d tals que la
corresponent funcio´ M tingui com a mı´nim k zeros no nuls i simples.
Per a qualsevol k ∈ N, prenem c(t) = cos(t) i d(t) = P (sin t), on P e´s un



























on N e´s un polinomi en ρ de grau k. No e´s dif´ıcil veure que, de fet, donat qualsevol
polinomi de grau k, N , existeix un P tal que la seva funcio´ de Melnikov associada
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. Aquesta llibertat per a fixar arbitra`riament
els primers k + 1 termes de la se`rie de Taylor de M a l’origen permet construir
funcions amb k zeros no nuls i simples, com vol´ıem demostrar. De fet a [2, 23] es
prova a me´s que M(ρ) te´ com a molt k zeros. ✷
Un corol.lari del teorema anterior ens mostra que per a EDs de tipus Abel, amb
“grau”n > 3, el nu´mero de cicles l´ımit no es pot fitar, encara que el coeficient de
xn sigui positiu. Per tant, el Teorema 5 no es pot estendre per a cap n > 3.
Teorema 6. Donat n ∈ N amb n > 3, i qualsevol k ∈ N, hi ha una ED de la
forma
x˙ = a0(t) + a1(t)x+ · · ·+ an−1(t)xn−1 + an(t)xn,
amb ai(t), i = 0, 1, . . . , n, funcions 2pi-perio`dics, i an(t) > 0 que te´ com a mı´nim k
cicles l´ımit.
Idea de la prova. Seguint la demostracio´ del Teorema 3 sabem que, donat qual-
sevol k ∈ N, hi ha una ED d’Abel de la forma
x˙ = cos(t)x2 + εP (sin(t))x3,
amb P un polinomi de grau k, i ε > 0, prou petit, que te´ com a mı´nim k cicles
l´ımit. Aquests cicles l´ımit so´n hiperbo`lics, ja que corresponen a zeros simples de
l’aplicacio´ de desplac¸ament ∆ associada a l’ED. Per tant, el seu nu´mero es mante´
per petites pertorbacions de l’ED. Aix´ı, si prenem la nova ED
x˙ = cos(t)x2 + εP (sin(t))x3 + δxn,
amb δ > 0, prou petit, aquesta tambe´ te´ com a mı´nim k cicles l´ımit i an(t) ≡ δ > 0,
com vol´ıem demostrar. ✷
El segu¨ent resultat de [22], que es pot provar de manera similar als Teoremes 3
i 5, ens mostra com d’endimoniades poden ser les EDs similars a les EDs d’Abel.
La part (i) tambe´ esta` provada a [42].
Teorema 7. Considerem les EDs d’Abel generalitzades i 2pi-perio`diques
x˙ = a(t) + b(t)x+ c(t)x2 + xn, n ∈ N.
(i) Si n ≥ 3 e´s senar, aquestes tenen com a molt 3 cicles l´ımit.
(ii) Si n ≥ 4 e´s parell, per a tot k ∈ N, hi ha una ED d’aquest tipus que te´ com
a mı´nim k cicles l´ımit.
Per a acabar aquesta seccio´ enunciem un resultat de [14] per a EDs no dife-
renciables que sorpre`n quan el comparem amb el resultat corresponent per a EDs
lineals donat a la Seccio´ 2.1.
Teorema 8. Donat qualsevol k ∈ N, hi ha una ED de la forma
x˙ = a(t) + b(t)|x|,
amb a i b polinomis trigonome`trics 2pi-perio`dics, que te´ com a mı´nim k cicles l´ımit.
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4 Una relacio´ entre les equacions d’Abel i el problema XVI de
Hilbert
Per a EDs d’Abel 2pi-perio`diques es pot plantejar un problema similar al de Hilbert:
“Donada la famı´lia d’equacions diferencials d’Abel
x˙ = bx+ cn(t)x
2 + dm(t)x
3, (14)
on b ∈ R i cn i dm so´n polinomis trigonome`trics 2pi-perio`dics i homogenis
de graus n i m, respectivament, esbrinar si hi ha una fita, A(n,m), per al
nombre de cicles l´ımit que pot tenir.”
L’existe`ncia de A(n,m) ja no e´s un problema senzill d’abordar. Per exemple
a [10] es demostra, que en un context similar i substituint R per C, aquesta fita no
existeix.
Demostrarem el segu¨ent resultat, que es dedueix dels treballs de Cherkas [8] i
Lins-Neto [39]. Vegeu tambe´ [15].
Teorema 9. Es compleix que H(2) ≤ 2A(3, 6).
Prova. En primer lloc recordem, seguint [15], les segu¨ents propietats que complei-
xen les o`rbites perio`diques d’una ED quadra`tica:
• Envolten un u´nic punt cr´ıtic.
• El punt cr´ıtic ha de ser un focus.
• Nome´s dos punts cr´ıtics poden estar simulta`niament envoltats per o`rbites
perio`diques.
• Les o`rbites perio`diques so´n convexes.
Com que les proves de que les o`rbites perio`diques compleixen les quatres pro-
pietats so´n bastant similars, no les demostrarem totes. De fet, les quatre acaben
essent essencialment consequ¨e`ncia d’estudiar el camp vectorial X = (P,Q) associat
a la ED quadra`tica (x˙, y˙) = (P (x, y), Q(x, y)) sobre les rectes que passen pels punts
cr´ıtics de l’ED.
Demostrem la primera propietat. Si l’ED nome´s te´ un punt cr´ıtic, no hi ha res
a dir. Si en te´ com a mı´nim dos, no e´s restrictiu suposar que un d’ells e´s l’origen i
que un altre e´s per exemple el punt (1, 0). Aleshores y˙|y=0 = Q(x, 0) = ax(x − 1).
Si a = 0, aleshores la recta y = 0 e´s invariant pel flux de l’ED i per tant cap o`rbita
perio`dica pot envoltar l’origen. Si a 6= 0, el signe de ax(x − 1) ens do´na el sentit
de tall de les o`rbites que passen pel punt (x, 0). Com que per a x ∈ (0, 1), aquest
signe e´s contrari que quan x ∈ (−∞, 0) ∪ (1,∞), aixo` impossibilita que una o`rbita
perio`dica pugui encerclar els dos punts alhora, vegeu a la Figura 6.(i) el cas a > 0.
Demostrem ara la segona propietat. Com abans, no e´s restrictiu suposar que el
punt cr´ıtic envoltat per una o`rbita perio`dica sigui l’origen. Suposem que la diferen-
cial del camp X a l’origen te´ un valor propi real λ, incloent tambe´ el cas λ = 0.
Fent un gir, si e´s necessari, podem suposar tambe´ que (0, 1) e´s la direccio´ pro`pia
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(i) (ii)
Figura 6: Camp vectorial X sobre y = 0.
associada al valor propi λ. Aleshores Q(x, y) = λy + ax2 + bxy + cy2. Per tant
y˙|y=0 = Q(x, 0) = ax2, vegeu a la Figura (6).(ii) el cas a > 0. Argumentant de
manera similar al cas anterior tenim que cap cicle l´ımit pot envoltar l’origen. Per
tant, tots els valors propis de la diferencial de X al (0, 0) so´n complexos, o en altres
paraules, l’origen e´s un focus, com vol´ıem demostrar.
Per tant, si una ED quadra`tica te´ cicles l´ımit, podem suposar que cadascun
d’ells envolta un u´nic punt critic, que ha de ser de tipus focus. Mitjanc¸ant un canvi
af´ı, aquesta ED quadra`tica es pot escriure com
x′ = P (x, y) = −y + bx+ P2(x, y), y′ = Q(x, y) = x+ by +Q2(x, y),
on la prima denota derivada respecte al temps, t, i P2 i Q2 so´n polinomis homogenis
quadra`tics. En coordenades polars, x = r cos θ, y = r sin θ, aquesta ED s’escriu com
r′ = br + f(θ)r2, θ′ = 1 + g(θ)r,
on f i g so´n els polinomis homogenis cu´bics
f(θ) = P2(cos θ, sin θ) cos θ +Q2(cos θ, sin θ) sin θ,
g(θ) = Q2(cos θ, sin θ) cos θ − P2(cos θ, sin θ) sin θ.















Recordem que sabem que els cicles l´ımit so´n convexos. Per tant, podem assegurar
1 + g(θ)r > 0 sobre ells, i la transformacio´ esta` ben definida en un obert que
conte´ tots els cicles l´ımit que envolten l’origen. Com que r = ρ/(1 − g(θ)ρ) i
1/(1 + g(θ)r) = 1− g(θ)ρ, arribem a















= (1 − g(θ)ρ)ρ′ = bρ(1− g(θ)ρ)2 + f(θ)ρ2(1− g(θ)ρ)− g′(θ)ρ2
= bρ+ (f(θ)− 2bg(θ)− g′(θ)) ρ2 + g(θ)(bg(θ) − f(θ))ρ3,
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que e´s una ED d’Abel de la forma (14), amb cn i dm polinomis trigonome`trics
homogenis de graus 3 i 6, respectivament.
Per tant, el nombre ma`xim de cicles l´ımit envoltant l’origen e´s A(3, 6). Aplicant
el mateix resultat a l’altre punt cr´ıtic que pot ser envoltat simulta`niament per cicles
l´ımit obtenim el resultat desitjat. ✷
Nota. De fet s’ha demostrat que si una ED quadra`tica te´ cicles l´ımit que envolten
a dos focus diferents, aleshores al voltant d’un d’ells el ma`xim nombre de cicles
l´ımit e´s 1, vegeu [51]. Per tant, es compleix que H(2) ≤ 1 +A(3, 6).
La mateixa idea usada per a provar el Teorema 9 es pot utilitzar tambe´ per a
estudiar, mitjanc¸ant EDs d’Abel, el nombre de cicles l´ımit de certes famı´lies d’EDs
polinomials al pla, vegeu per exemple [6, 25, 17]. Les ED d’Abel han resultat
tambe´ u´tils per a estudiar la prese`ncia de continus d’o`rbites perio`diques, vegeu per
exemple [3, 11] o per estudiar la integrabilitat de les EDs, vegeu [26].
5 Fites inferiors per H(n)
Per a concloure el treball donarem una prova senzilla de que H(n) creix almenys
quadra`ticament amb n. Esta` basada en una de les idees clau per a demostrar la
millor fita inferior ja esmentada per H(n) i donada a [9].
Proposicio´ 10. Existeix una successio´ de valors nk que tendeix cap a infinit i una
constant K > 0 de manera que H(nk) > Kn2k.
Prova. La construccio´ de les EDs que donen lloc a la fita inferior es basa en un
process recurrent. Sigui X0 = (P0, Q0) un camp polinomial donat, de grau n0 i
amb c0 > 0 cicles l´ımit. Com que el nombre de cicles l´ımit e´s finit, tots estan
continguts en un cert compacte. Per tant, podem fer una translacio´ de manera que
el nou camp, que per simplicitat seguim anomenant X0, te´ tots els seus cicles l´ımit
continguts al primer quadrant. Constru¨ım a continuacio´ un nou camp a partir de
la transformacio´
x = u2, y = v2.
Observi’s que aquesta transformacio´ no e´s un canvi de variables ja que no e´s bijec-











Introduint un nou temps s, definit com dt/ds = 2uv, obtenim que l’ED anterior es
transforma en
u′ = v P0(u2, v2), v′ = uQ0(u2, v2). (15)
Degut a que cada punt del primer quadrant (x, y) te´ quatre antiimatges (±√x,±√y),
el nou sistema te´ a cada quadrant una co`pia difeomo`rfica del quadrant positiu del
camp X0. Per tant, el nou camp, al qual anomenem X1, te´ grau n1 = 2n0 + 1 i
com a mı´nim el seu nu´mero de cicles l´ımit e´s c1 = 4c0. Repetint aquest proce´s
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comenc¸ant a X1 i aix´ı successivament obtenim uns sequ¨e`ncia de camps Xk amb
graus nk i nombre mı´nim de cicles l´ımit ck de manera que
nk+1 = 2nk + 1, ck+1 = 4ck,
vegeu la Figura 7.
X0 X1 X2
Figura 7: Dos passos del proce´s, comenc¸ant amb camp X0 amb un u´nic
cicle l´ımit. Els camps X1 i X2 tenen quatre i setze cicles l´ımit, respectiva-
ment.
Les dues equacions en difere`ncies anteriors so´n lineals i es poden resoldre exac-
tament. Obtenim
nk = 2
k(n0 + 1)− 1, ck = 4kc0. (16)























n2 per n = 2k(n0 + 1)− 1, k ∈ N,
com vol´ıem demostrar. ✷
Observeu que la mateixa prova de la proposicio´ ja fa pensar que la constant
K pot ser escollida de moltes maneres. Per exemple, com a camp X0 podem triar
l’exemple trivial de camp cu´bic que apareix a molts llibres, i que en coordenades
polars s’escriu com
r˙ = r(1 − r2), θ˙ = 1.
E´s clar que nome´s te´ un cicle l´ımit, r = 1. Aleshores c0 = 1 i n0 = 3. Per tant,
K = 1/16 i nk = 2
k+2−1. Per altra banda, si triem el sistema quadra`tic que permet
veure que H(2) ≥ 4, aleshores c0 = 4 i n0 = 2. Usant aquesta llavor, K = 4/9 i
nk = 2
k3− 1. Se sap que H(3) ≥ 11, H(4) ≥ 20, H(5) ≥ 28, H(6) ≥ 35, vegeu [28].
Usant els respectius camps com a llavors s’obtenen valors de K, 11/16, 4/5, 7/9,
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5/7, respectivament. La millor K obtinguda per aquest me`tode i amb aquestes
llavors e´s 4/5.
La prova de que H(n) ≥ K n2 log(n) donada a [9] te´ tambe´ en compte els cicles
l´ımit que poden sorgir en un entorn dels eixos uv = 0 quan es fa el proce´s descrit
a la prova de la proposicio´ anterior. De fet, es pot veure fa`cilment que l’ED (15)
presenta diversos centres sobre els eixos. Els nous cicles l´ımit apareixen fent una
petita pertorbacio´ de (15) abans de continuar el proce´s. Aquesta pertorbacio´ fa que
algunes de les o`rbites perio`diques dels centres es transformin en cicles l´ımit per a
l’ED pertorbada. A me´s, si la pertorbacio´ e´s prou petita, es pot assegurar que cap
dels cicles l´ımit que hi havia a cada un dels quatre quadrants desapareix. D’aquesta
manera els autors obtenen, en lloc de (16), que
nk+1 = 2nk + 1, ck+1 ≥ 4ck +mk.
per a una certa successio´ mk > 0. L’estudi d’aquesta nova recurre`ncia do´na lloc a
un creixement per ck del tipus Kn
2
k log(nk) quan n = nk.
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